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平面两自由度机械臂的动力学模型
分析及仿真 
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 平面两自由度刚性机械臂是一种典型的机械结构，其结构简单，包含
着丰富的动力学特性，是研究机构运动和控制的代表性机构。 
 

 下图为一种平面两自由度刚性机械臂，研究该系统的动力学特性，将
为改善复杂机构的工作性能及优化机构的结构参数等提供一条新的途
径，因此平面两自由度刚性机械臂动力学的研究具有重要的理论意义
和应用价值。  

一种平面两自由度刚性机械臂  

一、平面两自由度刚性机械臂 
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1.1 平面两自由度刚性机械臂的动力学模型  

平面两自由度刚性机械臂系统
简化模型如右图。 
 

铰接点O1为固定转动副铰接点，
机械臂 1 可绕铰接点 O1转动，
铰接点O2为可运动的转动副铰
接点，在铰接点处设置驱动力
矩电机。 
 

机械臂 1 和机械臂 2 的质量
分别为m1和m2，长度分别为l1
和l2，质心到铰接点的距离分
别为d1和d2，对各自质心的转
动惯量分别为I1和I2。 
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应用拉格朗日方程法建立系统的动力学模型 
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1.2 二杆系统的刚性运动学与动力学仿真  
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 二、刚柔耦合系统动力学 

刚-柔耦合系统实物图 

 机械臂通常可以视为由刚性部件和柔性部件组成，
柔性机械臂在随系统做大范围运动的同时，将产
生自身的小变形弹性振动，这两种运动相互耦合、
相互影响。对于多杆柔性机械臂，除了存在单个
机械臂自身的大范围运动和柔性变形相互耦合的
特性，各个机械臂运动之间也存在耦合效应，因
此动力学模型的建立及其特性都更加复杂。  
 

 由一个刚性机械臂和一个柔性机械臂组成的机械
臂系统是一种典型的刚-柔耦合系统，如图 所示，
为加拿大臂的示意图，是典型的刚-柔耦合机构。 
 

 本节基于 Lagrange方程，采用假设模态法建立
了刚-柔耦合机械臂的动力学方程，分析柔性机
械臂模态截断阶数对其对力学模型精度的影响。  
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2.1 刚柔耦合系统动力学模型  
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2.2 刚柔耦合系统动力学仿真 
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 右上两图表示在一阶、二阶和三
阶模态截断条件下，刚-柔耦合机
械臂动力学方程求解出角位移和
角速度的时间历程曲线，从图中
可以看出三条曲线相重合，说明
柔性机械臂的大范围运动受模态
截断阶数影响较小。  

 右下图表示柔性机械臂在一阶、
二阶和三阶模态截断条件下，末
端横向变形的时间历程曲线，从
图中可以看出，二阶模态截断和
三阶模态截断计算的末端横向变
形非常接近，而一阶模态截断和
二阶、三阶模态截断误差较大。  

 通过对比分析，一阶模态截断会
影响柔性机械臂动力学模型的计
算精度，二阶模态截断和三阶模
态截断仿真结果的误差很小。二
阶模态截断的柔性机械臂动力学
模型，相对于一阶模态截断能满
足求解精度要求，相对三阶模态
截断又具有求解规模较小的优点，
因此对于柔性机械臂动力学模型
采用二阶模态截断较为合理。  
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动力吸振器 

1.无阻尼动力吸振器  

无阻尼动力吸振器 
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动力吸振器 

1.无阻尼动力吸振器  

无阻尼动力吸振器 
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动力吸振器 

运动方程 

简谐激励假设 

稳态运动幅值 
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动力吸振器 

让m1的幅值为零，可以令 

如果机器在添加吸振器之前在其共振频率附近运行 

把动力吸参数设计如下，可实现主结构的零位移 
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定义如下的参数 

则有 
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机器振动幅度的变化，两个峰值对应于两个固有频率。 
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此时 

这表明添加的弹簧施加的力与外加力相反并中和它，X1从而减少到零。 

这也便给出了动力吸振器的设计准则 

由X2的允许取值来确定k2和m2。 

从前面的图可以看出动力吸振器在消除激励力𝜔的同时，引入两个共振
频率Ω1和Ω2，这两个频率点机器的幅值也是无穷的。 因此一定要使得
𝜔与Ω1和Ω2远离。 
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从前面的图可以看出动力吸振器在消除激励力𝜔的同时，引入两个共振频率Ω1和Ω2，
这两个频率点机器的幅值也是无穷的。 因此一定要使得𝜔与Ω1和Ω2远离。 

共振频率1、2的解，表现为质量比和频率比的函数关系。 
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1、从方程式可以看出，工作频率（即𝜔1）小于Ω2且大于Ω1。机
器必须在启动和停止期间通过。 这会导致大振幅。 

2、由于动态吸收器被调谐到一个激励频率稳态仅在该频率下机器
的振幅为零。 如果机器在其他地方运行频率或如果作用在机器上
的力有几个频率，那么机器的振动幅度可能变大。 
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3  
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阻尼动力吸振器 
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阻尼动力吸振器 

从图中看，尽管取不同的阻尼比时不同，但这些曲线都通过“A”和“B”两点，
若能使A 和B点处值相等或接近，并且在整个频率范围内的值不超过A和B点的
值，则主系统( 原单自由度系统 )的响应得到抑制。 
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对参数已知(m1，k1)的无阻尼单自由度系统，按下列步骤设计阻尼
动力吸振器： 

1）对已知的条件 ，根据工程上的需要选取一个可实现的值，  12 mm

2）由  按下式求    ：                                                                    opt

   11opt 2k

3）计算阻尼比   ： 
       

2
2

2
1

opt2 1  

4）用式( 5 - 47 )计算   ，

估算原系统的响应：    2 

1

1

2

2

k

m

m

k
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3）主动动力吸振器及其对桁架结构的振动抑制 
 

① 系统描述 

主动动力吸振器（Dynamic Vibration 

Absorber，DVA）结构 

主动DVA-桁架结构系统 

主动DVA动力学方程 

桁架结构动力学方程 
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② 系统特性仿真 

通过有限元软件Patran/Nastran以及MATLAB对吸振器和桁架系统进行动
力学仿真，确定系统特性 

 

仿真模型： 

参考实物桁架，高2.86m，11层，铝合金材料，横杆和竖杆长度260mm，
杆截面直径4m，调整材料刚度使桁架一阶模态与实物相同为，4.9Hz。 

DVA质量0.5kg，刚度478N/m，阻尼系数5Ns/m。 

有无DVA时幅频曲线对比 
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③ 主动DVA及其振动主动控制算法 

主动DVA机械构成及构结构示意 

自适应逆控制原理图 

自适应迭代收敛后的结果为e最小，即： 

 

 

 

实现振动的主动抑制 
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③ 主动DVA及其振动主动控制算法 

4.9Hz扰动频率下主动DVA抑振仿真结果 

8Hz（非共振）扰动频率下主动DVA抑
振仿真结果 
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④ 主动DVA-桁架结构振动控制实验 

实验系统 

dSPACE控制器基于
MATLAB/Simulink 

的RTW工具自动生成基于模
块编写的控制程序。 
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④ 主动DVA-桁架结构振动控制实验 

4.9Hz扰动频率下主动DVA抑振实验结果 

非共振扰动频率下主动DVA抑振实验结果 



46 

⑤主动DVA多自由度振动抑制 

DVA-桁架三自由度振动控制模型 实验控制系统 
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⑤主动DVA多自由度振动抑制 

7Hz、10Hz干扰下的振动抑制实验结果 


